
Âïèñàííûå ÷åòûð¼õóãîëüíèêè

1. Òåîðåìà Ìèêåëÿ. Íà ñòîðîíàõ AB,BC è CA îòìå÷åíû
òî÷êè C1, A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàííûå îêðóæíî-
ñòè òðåóãîëüíèêîâ AB1C1 è A1BC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå M . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A1, B1, C è M ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

2. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè AB îêðóæíîñòè ω. Õîðäû MC è
MD ïåðåñåêàþò îòðåçîê AB â òî÷êàõ F è E ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê CDEF âïèñàííûé.

3. Âî âïèñàííîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêåABCD ïðîäîëæåíèÿ ñòî-
ðîí AB è DC çà òî÷êè B è C ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, à
ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí CB è DA çà òî÷êè B è A ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ AFB è
BEC ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.

4. Îêðóæíîñòè Γ è Ω ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è K. ×åðåç
òî÷êè M è K ïðîâåäåíû ïðÿìûå AB è CD, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïåðåñåêàþùèå Γ â òî÷êàõ A è C, à Ω � â òî÷êàõ B è
D. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AC è BD ïàðàëëåëüíû.

5. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ åãî
ñòîðîí AC è AB â òî÷êàõ B1 è C1. Áèññåêòðèñû óãëîâ B è
C ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ B1C1 â òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê BCDE âïèñàííûé.

6. Îêðóæíîñòü ω1 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω2 â òî÷êå A12,
îêðóæíîñòü ω2 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω3 â òî÷êåA23, îêðóæ-
íîñòü ω3 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω4 â òî÷êå A34, íàêîíåö,
îêðóæíîñòü ω4 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω1 â òî÷êå A41. Âñå
óêàçàííûå êàñàíèÿ âíåøíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëü-
íèê A12, A23, A34, A41 âïèñàííûé.

7. Îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì I âïèñàíà â òðåóãîëüíèê ABC è
êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è BC â òî÷êàõ P è R ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèå M ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî
èç òî÷êè C íà ïðÿìóþ AI ëåæèò íà ïðÿìîé PR.
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8. Ëåììà Àðõèìåäà. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíóòðåí-
íèì îáðàçîì â òî÷êå S. Õîðäà AB áîëüøåé îêðóæíîñòè
êàñàåòñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî
ëó÷ SP äåëèò óãîë ASB ïîïîëàì.

9. Ïðÿìàÿ Ñèìñîíà. Èç òî÷êè X îïóñòèëè ïåðïåíäèêóëÿ-
ðû XA1, XB1 è XC1 íà òðè ïðÿìûå BC, CA è AB ñî-
îòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè X,A,B,C
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

10. Òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî÷êà P � âíå
ýòîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABP , BCP , ACP è òî÷êà P ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.

11. Òî÷êà Ìèêåëÿ. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD
ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è DC çà òî÷êè B è C ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå E, à ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí CB è DA çà òî÷êè
B è A ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî:

(a) îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâABF,CDF,BCE
è ADE ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (íàçîâ¼ì å¼ M);

(b) öåíòðû óêàçàííûõ ÷åòûð¼õ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îä-
íîé îêðóæíîñòè ñ òî÷êîé M .

12. Íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ñòîðîíó AC òðåóãîëüíèêà ABC,
îòìå÷åíû òî÷êèM è N òàê, ÷òîMA = AB, NC = CB (ïî-
ðÿäîê ñëåäîâàíèÿ òî÷åê íà ïðÿìîé: M,C,A,N). Äîêàæè-
òå, ÷òî öåíòð âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè
ïðèíàäëåæèò îáùåé õîðäå îïèñàííûõ âîêðóã òðåóãîëüíè-
êîâ MCB è NAB îêðóæíîñòåé.


